We modeled previously a crystal lattice as an elastic bar with equivalent atom mass. Applying such a lattice model to recrystallization phenomena, we developed conservation laws of mass, momentum, angular momentum and energy for mixture consisting of recrystallized phase and matrix. Also, the increase law of entropy for mixture was obtained. However, in the previous works, only general principles are formulated and material properties are not introduced into them. Moreover, it is still unclear which conservation laws are corresponding to the governing equations of phase-field models. In this paper, balance equations of mass for single phase and spin angular momentum are rewritten by use of order parameter and crystal orientation, respectively. Constitutive equations for fluxes of order parameter and crystal orientation are thermodynamically derived so that the entropy inequality is not violated. Substituting the constitutive equations of flux into the balance equations, basic equations are obtained. In these equations, the mass source term and diffusion coefficients are modeled so as to synchronize with the temporal change of grain boundary energy. Neglecting the conservative term of the equation of crystal orientation and then integrating it with respect to time, threedimensional KWC type phase-field equations are derived. Finally, reducing the obtained equations to two-dimensional ones, it is shown that the present equations result in the conventional KWC type phase-field model.
緒 言
したがって，式 (8)および式 (9)を用いれば，式 (7)
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                                                             (58) 式(58)より， 0 d a  ， d a  および d a  はいずれも  ，   ， Λ ， Λ  および grad の関数であることがわかる． 4. Phase-field方程式系 4・1 秩序変数に対するPhase-field方程式 式(55)を式(18)に代入すれば，秩序変数に対する基礎方程式が div( grad ) a b          (59) のように得られる．簡単化のため，拡散係数 a  を定数とみなす場合，式(59)は 2 ( ) a b          (60) のようになる．ただし， b  は  の関数であるから ( ) b b     と表記している．次に， ( ) b   を相転移による 質量湧き出し項として定式化する．まず， ( ) b   を自己増殖遷移による質量湧き出し ca b および粒界移動に よる質量湧き出し gb b の和として ( ) ca gb b b b     (61) のように表す．これは，図1(b)における核生成過程でのサブグレインの方位回転や粒界の移動，ならびに 図1(c)における核成長過程での粒成長および粒界移動を表現する項である．母相をM，再結晶相をRとし， 自己増殖遷移を自己触媒反応としてモデル化すれば，その反応式は 2 R M R   (62) のように表される(図6(a))．式(62)の反応式を速度式に変更すれば， ca b は次式のように書ける． (1 ) / ca a b k      (63) ここで a k は係数であり， は界面移動の特性時間である．また，再結晶現象においては，自己増殖遷移は 転位の蓄積エネルギーおよびエネルギー障壁に依存する．したがって，係数 a k は蓄積エネルギー s E およ びエネルギー障壁 b W の効果を表わす．ただし， s E は転位密度  ，横弾性係数  およびバーガーズベクト ル b  を用いて 2 / 2 s E b    のように表される (1) ．2・1節で述べたように s E は核成長の駆動力となるため， s E によって界面が移動して再結晶相が成長するが，完全に 0   および 1   の場所では s E は駆動力として 働かない．また，エネルギー障壁は 0 s E  のとき中間点 1/ 2   に存在し，  は 1/ 2   のとき再結晶相へ， 1/ 2   のとき母相へ遷移するとする．これを表現するのが図7で示す曲線である．図7(a)において s E が大 きくなるほど 0 ca b  となる領域は拡大し駆動力が増大する．また，図7(b)において b W の値を変化させると 0 ca b  から 0 ca b  へ遷移するときの  の値が変化し，障壁の位置が移動する．以上の検討に基づいて選定 した関数を用いて a k をモデル化し，式(63)に代入すれば，次式が得られる． [ ( 1 ) ( 1/2)] ( 1 )/ ca ag s ab b b a E a W           (64のように書ける．ただし， r E は参照粒界エネルギー(定数)および * ( ) gb E  は， grad  θ  の関数として表記 される無次元量であり，定数 1  ， 2 s ， 2  ， 3 s および 3  を用いて * 2 2 1 2 2 3 3 1 1 1 (div ) || grad || || grad || grad (grad ) grad (grad ) 2 2 2 T T gb E s s        θ θ θ θ θ θ θ    (69) と表される．また，一般的なエネルギー形式に倣い，  については 2 / 2  の形を採用している．ここで，式 (66)における係数 gb k は粒界移動および方位拡散による秩序湧き出しの速度係数であり，粒界エネルギーの 変化率に依存することから， grad θ を固定したときの相変化のみによる gb E の時間変化の係数と同一でな ければならい．そこで， ( / ) gb E t   Λ を求めると，式(68)より * * 2 1 ( ) 2 gb gb r gb r E E E E E t           Λ     (70) が得られる．したがって，式(66)における gb k は以下のように書ける． * 2 2 1 2 2 3 3 1 1 1 (div ) || grad || || grad || grad (grad ) grad (grad ) 2 2 2 T T gb gb k E s s         θ θ θ θ θ θ θ    (71) 式(71)を式(66)に代入して gb b の具体形を得るとともに， gb b および式(64)で表わされる ca b を式(61)に代入す れば，質量湧き出しによる反応項が以下のように表される． 1 [ (1 ) ( )] (1 )/ 2 ag s ab b b a E a W             2 2 1 2 2 3 3 1 1 1 [ (div ) || grad || || grad || grad (grad ) grad (grad ) ] / 2 2 2 T T s s             θ θ θ θ θ θ θ (72) 式(72)を式(60)に代入し， a  および をそれぞれ / a     および 1/ M    のように定義すれば，秩序変数 W b Large W b Small θ θ (73) のように得られる．ここで， M  は界面の易動度である． 4・2 結晶方位に対するPhase-field方程式 方位流束は保存部分と散逸部分の和で表される．したがって式(45)および式(57)より全方位流束 I  は ( ) ( ) 0 0 [ (tr ) ] ( ) c d T T c c c d d d a a a a a a                    I I I Λ 1 Λ Λ 1 Λ Λ   (74) のようになる．式(74)を式(25)に代入すれば，結晶方位に対する基礎方程式が次式のように得られる． 0 0 div{[ (tr ) ] ( )} T T c c c d d d a a a a a a               Jθ Iθ Λ1 Λ Λ 1 Λ Λ       (75) さらに Λ を grad θ で書けば，式(75)は以下のように表すこともできる． 0 0 div{[ (div ) (grad ) (grad ) ] [ (grad ) (grad ) ]} T T c c c d d d a a a a a a                Jθ Iθ 1 θ θ 1 θ θ       (76) エネルギー原理に基づいて導出される通常のKWC形Phase-fieldモデルでは，結晶方位に対する支配方程式 は放物型支配方程式であるのに対し，保存則に基づいて導出される式(76)のモデルでは，結晶方位に対す る支配方程式は双曲型と放物型の項の和で表される．したがって放物型の偏微分方程式が内包する物質内 の伝ぱ速度が無限大となるという物理的矛盾が回避されるという利点を有する．その反面，双曲型方程式 を含むことにより数値解析の不安定化を招きやすいという難点も有している．一方，静的再結晶現象にお いて弾性的な格子回転は微小であると考えられる．したがって以下では，再結晶は散逸現象であるとして 式(75)における保存部分を無視し，次式のように書くことにする． 0 div( ) T d d d a a a        Jθ Iθ 1 Λ Λ       (77) ここで，後の計算を簡単化するため， d a  および d a   を近似的にそれぞれ現時刻における既知量 d a  および
